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1 牛顿迭代公式

设r是f(x) = 0的根，选取x0作为r的初始近似值，过点(x0, f(x0))做曲线y = f(x)的切线L，L :

y = f(x0) + f ′(x0)(x − x0)，则L与x轴交点的横坐标x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

，称x1为r的一次近似值。过

点(x1, f(x1))做曲线y = f(x)的切线，并求该切线与x轴交点的横坐标x2 = x1 − f(x1)
f ′(x1)

，称x2为r的二

次近似值。重复以上过程，得r的近似值序列，其中，xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

称为r的n+1次近似值，上式称

为牛顿迭代公式。

用牛顿迭代法解非线性方程，是把非线性方程f(x) = 0线性化的一种近似方法。把f(x)在点x0的某

邻域内展开成泰勒级数f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x − x0) +
f ′(x0)(x−x0)

2

2!
+ · · · + fn(x0)(x−x0)

n

n!
+ Rn(x)，取

其线性部分（即泰勒展开的前两项），并令其等于0，即f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = 0，以此作为非线性方

程f(x) = 0的近似方程，若f ′(x) 6= 0，则其解为x1 = x0 − f(x0)
f ′(x0)

，这样，得到牛顿迭代法的一个迭代关

系式：xn+1 = xn − f(x0)
f ′(xn)

。

已经证明，如果是连续的，并且待求的零点是孤立的，那么在零点周围存在一个区域，只要初始

值位于这个邻近区域内，那么牛顿法必定收敛。并且，如果不为0, 那么牛顿法将具有平方收敛的性能.

粗略的说，这意味着每迭代一次，牛顿法结果的有效数字将增加一倍。

迭代法也称辗转法，是一种不断用变量的旧值递推新值的过程，跟迭代法相对应的是直接法（或

者称为一次解法），即一次性解决问题。迭代算法是用计算机解决问题的一种基本方法。它利用计算机

运算速度快、适合做重复性操作的特点，让计算机对一组指令（或一定步骤）重复执行，在每次执行

这组指令（或这些步骤）时，都从变量的原值推出它的一个新值。

2 举个栗子

题题题目目目

函数f(x) = (x− 2)2，切线的斜率y′ = 2(x− 2)

1.我们任意取一点A(4, 4)，在曲线上做A的切线y=4(x-3)，求得切线与x轴的交点B(3, 0).在B上做

垂线，与函数的交点为C(3, 1).
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图 1: 正方形一刀切掉四分之一

2.在曲线上做C点(3, 1)的切线y=2(x-2.5)，交X轴与D点(2.5, 0)，在D点做X轴的垂线，交曲线于E点(2.5,

0.25)。我们可以看到D点比B点更加接近方程f(x) = (x− 2)2 = 0的根x = 2.
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图 2: 正方形一刀切掉四分之一

3.在曲线上做E点(2.5, 0.25)的切线y=x-2.25，交X轴与F点(2.25, 0)，在F点做X轴的垂线，交曲线

于G点(2.25, 0.0625)。可以看到G点比D点更加接近方程的根.
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图 3: 正方形一刀切掉四分之一

4.按照这个方式一直迭代即可得到函数f(x) = 0的近似解。
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