
圆拉伸可以得到椭圆

小圆滚滚

1 圆演变成椭圆

已知圆的方程为：x2 含 y2 吽 r2

假设延呸轴拉伸呫倍，则新坐标

{
x2 吽 kx 吨k > 吱吩

y2 吽 y
也即

{
x 吽 x2

k

y 吽 y2
代入圆的方程

则新的坐标满足吨x2

k
吩2 含 y22 吽 r2

两边都除以r2

令呡吽呫呲听 呢吽呲

则新的坐标满足x2
2

a2
含 y22

b2
吽 吱

即椭圆方程。

2 椭圆的方程

2.1 二倍角公式

sin吲α 吽 吲sinα · cosα
cos吲α 吽 cos2α− sin2α

2.2 复合函数求导

吨sinα · cosα吩′ 吽 cosα · cosα含 sinα吨−sinα吩

吽 cos2α− sin2α

吽 cos吲α

2.3 椭圆的参数方程

{
x 吽 a呣呯味θ

y 吽 b味呩呮θ
吨吰 ≤ θ ≤ 吲π吩

吱



图 吱吺 椭圆参数方程吱
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图 吲吺 椭圆参数方程吲

吳



2.4 椭圆的代数方程推导

图 吳吺 椭圆代数方程

如图吳，若|PF2|含 |PF1| 吽 吲a

其中|PF2| 吽
√
吨x含 c吩2 含 y2， |PF1| 吽

√
吨c− x吩2 含 y2

则
√
吨x含 c吩2 含 y2 含

√
吨c− x吩2 含 y2 吽 吲a

移项√
吨x含 c吩2 含 y2 吽 吲a−

√
吨c− x吩2 含 y2

等式两边同时平方

吨x含 c吩2 含 y2 吽 吨吲a吩2 − 吲a
√
吨c− x吩2 含 y2 含 吨c− x吩2 含 y

化简得

xc 吽 a2 − a
√
吨c− x吩2 含 y2

移项

a
√
吨c− x吩2 含 y2 吽 a2 − xc

等式两边同时平方

a2c2 − 吲a2cx含 a2x2 含 a2y2 吽 a4 − 吲a2xc含 x2c2

消项、移项

吴



吨a2 − c2吩x2 含 a2y2 吽 a2吨a2 − c2吩
∵ a2 − c2 > 吰，设a2 − c2 吽 b2

则b2x含 a2y 吽 a2b2

等式两边同除以a2b2，得
x2

a2
含 y2

b2
吽 吱 吨a > b > 吰吩

即椭圆的标准方程。

2.5 椭圆面积

吱

吴
S 吽

∫ a

0

y · dx

吽

∫ 0

π
2

b · sinϕ · d吨a · cosϕ吩

吽

∫ 0

π
2

ab吨−sin2ϕ吩dϕ

吽 ab

∫ 0

π
2

cos吲ϕ− 吱

吲
dϕ

吽
ab

吲

∫ 0

π
2

吨cos吲ϕ− 吱吩dϕ

吽
ab

吲
呛sinx · cosx− x呝

π
2
0
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∴ S 吽 π
4
ab× 吴 吽 πab

(((((((((((((((((((((((hhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

1
4
S 吽 ab

2

∫ 0
π
2
吨cos吲ϕ− 吱吩dϕ 吽 ab

2

∫ 0
π
2

1
2
dsin吲ϕ− dϕ

当a 吽 b时，就是圆的面积。

2.6 椭球的体积

方法一：

从椭球的解析式吨吱吩就可以看出椭球只不过是半径为呡的球，呹方向上的每一条线均扩大 b
a
倍，呺方向

上的每一条线均扩大 c
a
倍。而球的体积是 4πa3

3
，因此椭球的体积自然就是 4πa3

3
b
a
c
a
吽 4

3
πabc

方法二：

利用积分，将吨吱吩式移项，

吵



x2

a2
含 y2

b2
吽 吱− z2

c2

同除等号右侧部分，得到椭球在呚轴上的横截面椭圆表达式：

即上半椭球，用平面z 吽 h截椭球，得到椭圆：
x2

a2(1−h2
c2

)
含 y2

b2(1−h2
c2

)
吽 吱

其面积为：

S吨h吩 吽 πab吨吱− h2

c2
吩

V半椭球 吽 吲

∫ c

0

S吨h吩dh

吽 吲

∫ c

0

πab吨吱− h2

c2
吩dh

吽
吲

吳
πabc

整个椭球体的体积为：V 吽 吲V1 吽
4
3
πabc吮

3 椭球的表面积

图 吴吺 球体表面积

S球 吽 吲
∫ r
0
ldh

吶



令微圆的半径r 吽 R · cosθ
面积的弧增量与呹轴微增量关系是dh 吽 dy

cosθ

呹轴微增量与角度对应关系是y 吽 R · tanθ，则：
S球 吽 吲

∫ r
0
吲πRcosθ · dy

cosθ

吽 吲
∫ π

4

0
吲πRd吨Rtanθ吩

吽 吴πR2
∫ π

4

0
d吨tanθ吩

吽 吴πR2

由第吱章，椭圆定义，可知长轴与短轴的比例也就是圆弧改变的速率。a
b
吽 k所以：

S椭球 吽 吲
∫ r
0
ldh

令微圆的半径r 吽 R · cosθ 吽 b · cosθ
面积的弧增量与呹轴微增量关系是dh 吽 dy

cosθ
·what吨这里无法精确，所以会影响最后结果。椭圆周长

没有精确公式。只有近似求解。所以表面积也同样无法球精确解吩

呹轴微增量与角度对应关系是y 吽 R · tanθ · k 吽 b · tanθ · k，则：
S椭球 吽 吲

∫ r
0
吲πb · cosθ · dy

cosθ
· what

吽 吲
∫ π

4

0
吲πb · what · d吨b · tanθ · k吩

4 椭球面参数方程推导

x2

a2
含
y2

b2
含
z2

c2
吽 吱 吨吱吩

方法一：

不失一般性，设方程吨吱吩中呡吾呢吾呣

以呏为球心，分别以呡听 呢听 呣为半径做三个同心球，从呏任引射线呏呎，设分别交三球面于呁、呂、

呃，则呏呁 吽 呡听 呏呂 吽 呢听 呏呃 吽 呣听将射线呏呎向员呏呙平面投影，设呁、呂、呃的射影分别为A′、B′、

C ′吮设∠ZON 吽 θ,∠XON ′ 吽 ϕ，过A′、B′分别作A′A1 ⊥ XO,B′B1 ⊥ XO,过呁作平面α ⊥ X轴，

过呂作平面β ⊥ Y轴，过呃作平面γ ⊥ Z轴吮设三平面交于一点呍吨呸听 呹听 呺吩，则呸吽呁点的横标吽 OA1 吽

OA′呣呯味ϕ 吽 OA味呩呮θ呣呯味ϕ 吽 a味呩呮θ呣呯味ϕ吮

呹吽呂点纵标吽 B1B
′ 吽 OB′味呩呮ϕ 吽 OB味呩呮θ味呩呮ϕ 吽 b味呩呮θ味呩呮ϕ.

呺吽C ′C 吽 OC呣呯味θ 吽 c呣呯味θ.

从以上三式消去ϕ, θ即得椭球面方程吨吱吩。

故椭球面为呍的轨迹
x 吽 a味呩呮θ呣呯味ϕ

y 吽 b味呩呮θ味呩呮ϕ

z 吽 c呣呯味θ

吨吰 ≤ θ ≤ π吩
吨吰 ≤ ϕ < 吲π吩

为椭球面吨吱吩的参数方程。
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图 吵吺 球体表面积
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