
最速降线、摆线推导

小圆滚滚

1 泛函

简单的说，泛函的定义域是函数集，值域是数集，也就是说，泛函是从函数空间到数域的一个映

射。

实际上，推广开来，函数实际上是一种特殊的二元关系，泛函的二元关系是二阶笛卡尔积，所以

函数集实际上是一个向量空间，所以泛函也可以说是从向量空间到标量的一个映射。

简而言之，泛函就是函数的函数。

泛函和函数的区别是：函数是变量和变量的关系，而泛函是函数和变量的关系。

2 引例

2.1 最短路径

众所周知，两点之间，线段最短。这是欧式几何的公理之一。从几何的角度很容易证明（反证）。

但是，有没有解析的办法来证明呢？

答案是有的。

设平面上存在两点じ〱〬じ〲，y 〽 f〨x〩是平面上经过这两点的任意曲线。我们的目的，是求一个距离

最短的f〨x〩，这就是函数和数之间的二元关系。显然，这里的定义域是f〨x〩，也就是函数，而值域是距

离，是一个数。所以这种关系是一个泛函，记为ぁせてそ。

弧微分的几何意义是用一条线段的长度来近似代表一段弧的长度。きご的长度即为弧きき〧的微分，

由此联系勾股定理可得弧微分公式〺

〨ds〩2 〽 〨dx〩2 〫 〨dy〩2

〽 〨dx〩2 〫 〨y′dx〩2

故〨ds〩 〽
√
〱 〫 y′2dx

由弧微分公式易知：

对微分方程定积分，可得原函数在某一阶段的应用函数，记为：Aせf そ 〽
∫ x2

x1

√
〱 〫 y′2dx〮

2.2 最速降线

最速降线问题是伽利略提出的著名问题：一个质点在重力作用下，从一个给定点到不在它垂直下

方的另一点，如果不计摩擦力，问沿着什么曲线滑下所需时间最短。换句话说，就是一个质点不是垂

直的下落，只有重力做功，沿什么曲线下落所需时间最短。

这里的问题关键，是找到一条最优的曲线。下落时间是一个数值，所以这也是一个泛函问题。

〱



根据牛顿第二定律： F 〽 ma

外力做功：W 〽 Fl 〽 Pt

动量定理：F、t 〽 m、v 〽 mv末 −mv初
动能定理：Ek 〽

1
2
mv2

重力势能：Ep 〽 mgh

二维运动的总功：W 〽 Fs · cosα〨初中阶段，力方向与位移方向的夹角为〰，即ケ〽〰°，っはび〰°〽〱，

所以し〽うび〩

路程等于速度乘以时间：

S 〽 ~vt , v0 〽 〰, vt 〽 at

〽
〰 〫 vt

〲
· t

〽
〰 〫 at

〲
· t

〽
at2

〲

由于只有重力做功 1
2
mv2 〽 mgh，所以下落べ之后的下落速度为

√
〲gy〮

选取这条曲线上很小的一段，这一段中，速度可以看成不变。

易知通过这一段的时间〨距离除以速度〩是
√

1+y′2

2gy
，分子是这一小段的弧长（利用弧微分公式），分

母是速度，所以这个值是通过这一段的时间。做一次积分，可以得到：

Aせf そ 〽
∫ x2

x1

√
1+y′2

2gy
dx

这就是总的时间，要求一个最优的て，使得该时间（该泛函）的值最小。

3 欧拉-拉格朗日定理（方程）

因为涉及到光子的运动和能量级传输。所以在波粒二象性、动能势能转换、自旋方面。有着重要

理论基础。参数方程代替可分离变量的微分方程〨或者说将へ替换成一个仅与へ相关的函数〩，以拉格朗日

中值定理为基础可以得到柯西中值定理。

多元函数代替一元函数（在分析研究时可先讨论经典力学（可分离任意维度来研究，比如へ轴、

〱维），量子场论需要增加所有空间维度、当然必有默认的时间维度才能使方程成立），泛函代替标量

对标量的映射，用偏导数、投影来解释的拉格朗日中值定理，就是欧拉〭拉格朗日方程。

3.1 拉格朗日函数

首先介绍拉格朗日函数，在经典牛顿物理学中，一个系统的拉格朗日函数是系统的总动能减去总

势能（做功方程（微分方程））。代表着一个匀速直线运动或静止的物体，自身稳定状态的能量。假设

静止（方便画图分析），是一个基于两个自变量：一个事へ轴的位置，一个是相对于へ轴的速度，来刻画

系统状态、预测路径分析的函数。当一个物体由ぁ点移动到あ点，整个过程由静到动，再由动到静。是

有各种外力各个方向（函数）作用的结果。虽然发生了位移。但是总功为〰〮简单举例，正向推了多少

米、加速到了多少速度，你就需要反向推维持相同的时间（自然米数也就一样了）。以既成事实来反观

物体运动的过程，拉格朗日函数正是对应于时间的功率函数〨包含两个自变量，这两个自变量又同时和

时间相关〩。按时间积分拉格朗日函数可以得到对整个系统的作用量值（做功的面积值（积分方程））。

〲



3.2 作用量函数

将上述的作用量值作为因变量，将路径作为自变量，可以得到作用量函数。该函数描述了一个系

统，总功只取决于系统的初始状态和最后状态，和它们之间的路径无关。也就是拉格朗日函数值发生

了改变，但是可以造成很多种表现形式。最后物体的位置和速度有可能大不相同。若想猜测唯一的路

径，需要一个函数来描述不同现想（路径）和作用量值的关系。如果路径改变了，那么作用量值也将

对应发生变化。

F 〽 ma微分运动方程数学等价于其对应的积分运动方程，这具有很重要的哲学意义。微分方程和

积分方程当然是微积分的一体两面了。

有了拉格朗日函数，你可以知道在你研究的分量上，比如へ轴，此刻物体的位置，以及下一刻预测

的物体的位置。如果该函数在某一段时间内受到轻微扰动，那么物体运动的路径一定会发生变化。那

么在什么时刻扰动造成的影响最小呢（事倍功半和事半功倍的切入点）？

3.2.1 最小作用量原理

当作用量函数f，作用量值（是一个面积值以下简称作用量）是因变量y，路径变化是自变量x，斜

率为〰时，说明物体能量没有变化，不受外力，没有扰动。当然，作用量函数在最低点（最小值）时候

肯定满足这个条件。用这个方法求路径就是最小作用量原理。但是更精确的说法不光包含最低点，还

有所有斜率为〰的点（平稳作用量原理）。

意义：路径变化越大，说明作用量变化越大。比如，你用〱牛的力，正推一分钟，再反向推一分钟，

物体位移的距离，和你用〲牛的力，正推一分钟，再反向推一分钟，物体位移的距离这个变化就是路径

的变化。单位时间内作用力变化就是作用量变化。越大的作用量值，会导致越大的路径变化。

举例：匀速直线运动中，拉格朗日函数中，自变量〱（物体在へ轴的位置）随时间变化，自变量〱的

值会匀速增加。自变量〲（へ轴方向的速度）将会为一个常数不变。假设移动自变量〱的一个小球，那么

对应自变量〲将有两个小球相应作出改变。

〱〮此时拉格朗日函数在该点（へ轴方向）发生的变化量与拉格朗日函数关于へ的偏导数相等。作用量

的增量也是此变化的量值（上升值）。

〲〮此时拉格朗日函数在该点（へ速率轴方向）发生的变化量却不与拉格朗日函数关于へ速率的偏导

数相等。因为两个小球一个使拉格朗日值上升，另一个使拉格朗日值等值下降，净变化为〰。那么谁来

抵消〱的增长值呢？就是这两个小球引发的下降值。这个拉格朗日函数下降值正是这个方向偏导数的斜

率。作用量的减量也是此变化的量值（下降值）。

〳〮作用量的增加就是〱和〲两值绝对值相减〮那么作用量的增量趋近于〰，则说明路径变化趋近于不变〮

当作用量函数在一个很小的稳定段（斜率为〰）的时候被扰动，路径改变最小的时候，说明该物体

路径被改变到被恢复的波动也最小。这个很小的稳定段，小到某一刻，也就是欧拉〭拉格朗日方程成立

的时候。自变量〱（へ轴的位置）的偏导数的增加，将会引起自变量〲（へ轴方向的速度）的偏导数对于

时间的导数（偏斜率的斜率，不是偏导数的原因是因为时间对于三维空间上的三个变量是共同作用的）

的减少。当作用量函数在这个很小的稳定段的时候，两者一增一减保持平衡。这个平衡并不意味着作

用量函数在此刻的函数值是〰〮只是斜率为〰〮

当扰动为〰的时候，关于速度的偏导数的导数也为〰〮可知〲式，表明两点间最短曲线为一直线。

以下讨论基础均对于连续函数。可导的条件是函数切线不曾垂直（代表了除数不能为〰），但可水

平（代表了被除数可以为〰）。

欧拉〭拉格朗日方程是泛函中非常重要的方程，也是非常经典的能量泛函极小化的方法，不论在物

理还是计算机领域，应用非常广泛。所谓能量泛函，是指微分的范数平方再积分。

〳



它的最初的思想来源于微积分中“可导的极值点一定是稳定点（临界点）”。它的精精精髓髓髓思思思想想想在于：

假定当前泛函的解已知，那么这个解必然使得泛函取得最小值（假定是最小值）。换言之，只要在泛

函中加入任何扰动，都会使泛函的值变大，所以扰动为〰的时候，就是泛函关于扰动的一个极小值。

所以当扰动的能量趋近于〰，泛函关于扰动的导数也是〰。关键是扰动如何表示。答案是扰动用一个很

小的数づ乘上一个连续函数。当づ趋近于〰〬意味着扰动也趋近于〰。所以当ち为〰的时候，泛函对ち的导数也

为〰。这就非常巧妙的把对函数求导的问题转化成了一个单因子变量求导的问题。这就是这个思想的伟

大之处。

先用引例对方程做一个简单的推导（不是证明）。

函数f至少需为一阶可微的函数。若f0是一个局部最小值，而f1是一个在两头端点へ〱、へ〲取值为零

（积分值为〰）并且至少有一阶导数的函数，则可得到以下的式子：

Aせf0そ ≤ Aせf0 〫 εf1そ

其中ε为任意接近〰的数字。

因此Aせf0 〫 εf1そ对ε的导数（ぁ的一阶导数）在ε 〽 〰时必为〰，将Aせf0 〫 εf1そ对ε求导，得到下式：

∫ x2

x1

f0〨x〩f1〨x〩√
〱 〫 せf ′0〨x〩そ

2
dx 〽 〰 〨〱〩

3.3 图片展示

图 〱〺 欧拉〭拉格朗日方程

根据图片〱可知ちちち欧拉-拉格朗日方程 ちちち

意义在于，以最小值为基础，加上一个放缩系数乘以一个比最小值大的函数值，与这一段弧（最

小值到该值的弧微分）做除法（得到切线、导数）。那么这个求导根据罗尔定理应该得〰〮

首先定义 ぁ 集合中的元素（也就是函数了）。ぁ集合元素的自变量我们记作 へ〬 元素记作f〨x〩。我

们定义泛函F〨f〩 ∈ 〨R 7→ R〩 7→ R 〮

我们考虑从一种最常见的函数到一个数的运算：定积分运算。因此，F的表达式是某种定积分运
算，我们表示成对一个与f〨x〩有关的表达式进行定积分运算。这个和f〨x〩有关的表达式，被称作 がち〭

でひちのでどちの〮 我们记作

F〨f〩 〽
∫ x2

x1
L〨x, f〨x〩, f ′〨x〩〩dt

我们现在考虑如何计算该定积分的极值。我们假设该定积分取得极值时，自变量的取值为 ぞf。对于

ぁ 集合中的其他函数，我们表示成f 〽 ぞf 〫 εη，也就是说，我们可以将其他自变量看作是在极值点取得

的 ぞf的基础上，加一个扰动函数η ∈ R 7→ R。其中ε是个放缩系数。这样，我们的泛函可以写成：

〴



F〨f〩
∫ x2

x1
L〨x, f〨x〩, f ′〨x〩〩dx 〽

∫ x2

x1
L〨x, ぞf〨x〩 〫 εη〨x〩, ぞf ′〨x〩 〫 εη′〨x〩〩dx

这个表达式非常巧妙地将原本不能使用费马引理的情况，变成了可以使用费马引理的情况。当F取
得了极值，对扰动的导函数应该等于〰。而这里的扰动被刻画成了εη〨x〩，这里的ε可以看作是扰动的幅

度。这样，我们可以将F〨f〩对ε求导，然后令得到的导函数等于〰，就得到了这个泛函的极值条件了〮

3.4 最短路径问题代入

该式〨〱〩对于任意的满足条件的て〱都成立。此条件可视为在可微分函数的空间中，Aせf0そ在各方向的

导数均为〰。若假设f0二阶可微，则利用分部积分法（关于へ的两个函数相乘求导）可得〺

∫ x2

x1

f0〨x〩f1〨x〩√
〱 〫 せf ′0〨x〩そ

2
dx 〽 〰

⇒
∫ x2

x1

f0〨x〩√
〱 〫 せf ′0〨x〩そ

2
d〨f1〨x〩〩 〽 〰

又 ∵
∫
udv 〽 uv −

∫
vdu

⇒

[
f1〨x〩

f0〨x〩√
〱 〫 せf ′0〨x〩そ

2

]x2

x1

−
∫ x2

x1

f1〨x〩
d

dx

(
f0〨x〩√

〱 〫 せf ′0〨x〩そ
2

)
dx 〽 〰

⇒
∫ x2

x1

f1〨x〩
d

dx

(
f0〨x〩√

〱 〫 せf ′0〨x〩そ
2

)
dx 〽 〰

扰动需要保证起始点和结束点为〰，即η〨x1〩 〽 η〨x2〩 〽 〰，所以上式左边被减数等于〰〮

其中て〱为在两端点皆为〰的任意二阶可微函数。记

I 〽
∫ x2

x1
f1〨x〩H〨x〩dx 〽 〰

H〨x〩 〽 d
dx

(
f0(x)√

1+[f ′0(x)]2

)
若存在：使H〨x〩 > 〰，即在周围有一区间内， え 为正值。

可以选择て〱在此区间外为〰，在此区间内为非负值，因此 I > 〰，和前提不合。

若存在使H〨x〩 < 〰，也可证得类似的结果。

因此可得到以下的结论：
d
dx

(
f0(x)√

1+[f ′0(x)]2

)
〽 〰

由结论可推得下式：

d2f0〨x〩

dx2
〽 〰 〨〲〩

二阶导数为零说明函数的斜率没有变化。如果整个函数的二阶导数都是〰，说明整个函数斜率没有

变化，则成为直线，如y 〽 kx〫 b。

这表明：两点间最短曲线为一直线。

3.5 导数、微分的基本原理

3.5.1 导数的定义

考虑定义在开集U ⊂ R上的函数f 〺 U → R和さ上的一点x0 ∈ U。如果极限 ぬどね
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

存在，

我们把这个极限称为f在点x0处的导数，拉格朗日记号记为f
′〨〰〩。

〵



斜率：表示一条直线相对于横坐标轴的倾斜程度。

《高数课本》非匀速直线运动的速度和切线的斜率都归结为如下的极限：

ぬどね
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

〬

这里x → x0和f〨x〩 − f〨x0〩分别是函数y 〽 f〨x〩的自变量的增量、x和函数（值或者因变量）的增

量、y〺

、x 〽 x− x0

、y 〽 f〨x〩− f〨x0〩 〽 f〨x0 〫、x〩− f〨x0〩

导数： ぬどね
∆x→0

∆y
∆x

如果f在U上处处可导，定义在U上的函数：x 7→ ぬどね
h→0

f(x+h)−f(x)
h

称为f的导数。

导数的根本意义就是切线的斜率，并且不能垂直（天然选择二维空间中表达就要分上下）。也就是

说不能两头无穷但可以等于〰〮微分则是由导数引出，用切线段代替曲线段的一种近似，所以要分清自变

量和因变量。

函数值对へ的微分是导数，对べ的微分是〱〮

自变量发生变化、函数值也发生变化。而微分是，自变量在这一段变化中取很小的一截（比如从起

始值向右侧（へ轴正向）的一段增量），那么函数的导数（也就是斜率）乘以自变量的这一小截，就可以

近似的描绘这一小截自变量变化过程导致的函数值的改变量。微分刻画的就是函数值的改变量。而对

于因变量来说。微分一定是和因变量同步的。因变量变化多少，函数值铁定变化多少，所以 d
dy
〨y〩 〽 〱

3.5.2 微分的定义

在各种微积分教材里，「函数的微分」紧接着在「导数」之后出现。这个概念经常使初学者混乱。

函数在某点处「可导」与函数在某点处「可微」是一回事，英文都是つど》づひづのぴどちぢぬづ。

「函数在某点处的导数〨つづひどぶちぴどぶづ〩」与「函数在某点处的微分〨つど》づひづのぴどちぬ〩」是两个不同的概念，

但两者的关系非常简单：那就是某个实数ち与这个实数所定义的げ上的线性变换h 7→ ah的关系。

用花哨点话说就是一维向量空间R1上的元素与其对偶空间〨R1〩∗上的元素的关系。

如果考虑可导（つど》づひづのぴどちぢぬづ）函数f 〺 U → R〨さ为实数域里的开集，开集就是只有填色不包含描
边〩以及げ上的一点ば ，那么这个关系就是实数f ′〨p〩与线性变换h 7→ f ′〨p〩h的关系。

如果定义dx 〺〽 h ，和〨df〩p 〺〽 f ′〨p〩h，那么有〨df〩p 〽 f ′〨p〩dx。将ば换成へ，并且省略つて的下标，写

成df 〽 f ′〨x〩dx或者dy 〽 f ′〨x〩dx，就是很多微积分或数分教材上写的函数微分。

y′对べ求导不同于y′对へ求导〮つへ这个符号的含义是：在约定y 〽 f〨x〩的函数中へ是自变量，べ是因变

量，那么

べ的微分表示为dy 〽 f ′〨x〩 ·、x, dy
∆x

〽 f ′〨x〩〮

へ的微分表示为dx 〽 、x, dx
∆x

〽 〱

同理dy 〽 、y, dy
∆y

〽 〱

这是为了保证最内层的变量同样满足一阶微分形式不变性而做出的定义。所以つべ〯つべ〽〱就是在考

虑y 〽 f〨y〩对べ的导数〮

但是
d
dy
〨y′〩 〽 d

dy
〨 d
dx
〨y〩〩 〽 d

dx
〨 d
dy
〨y〩〩 〽 d

dx
〨〱〩 〽∞

上式的意义： ぬどね
h→0

f(x0+h)−f(x0)
h

∆y
〽 ぬどね

h→0

∆y
h

∆y
〽 ぬどね

h→0

1
h
〽∞函数（以数列为理解）发散，极限不存在。

这又和y 〽 C〨ぃ标识常数〩， d
dx
〨y〩 〽 d

dx
〨C〩 〽 ぬどね

h→0
〨C〩 〽 〰完全不同。

〶



3.6 最速降线问题代入

一般地，考虑这样的泛函

Aせf そ 〽
∫ x2

x1
L〨x, f, f ′〩dx

形如这种形式的泛函，称为简简简单单单泛泛泛函函函。其中て二阶导连续。在这种情形下，满足欧拉〭拉格朗日方程

（简称ぅ〭が方程）：

− d
dx

(
∂L
∂f ′

)
〫 ∂L

∂f
〽 〰

上式就是F〨f〩取得极值的条件，也即 ぅふぬづひ〭がちでひちのでづ ぅぱふちぴどはの

这里用ぅ〭が方程推导一下最速降线。

质点下落，其速度ぶ与它的纵坐标的关系

v 〽
√
〲gy

曲线上质点的运动速度

v 〽 ds
dt

〽
√
〱 〫 y′2 dx

dt

F 〨x, y, y′〩 〽
√

1+y′2

2gy
〽 F 〨y, y′〩

假定べ二阶导连续，则它满足ぅ〭が方程：

− d
dx

(
∂F
∂y′

)
〫 ∂F

∂y
〽 〰

虽然ぅ〭が方程可以解决大多数泛函极值问题，但是对于满足∂F
∂x

〽 〰的泛函，直接代入ぅ〭が方程会容

易产生比较复杂的微分方程。因此，我们决定再简化一下难度，对ぅ〭が方程进行移项
∂F
∂y

〽 d
dx

(
∂F
∂y′

)
对两侧乘上べ〧并积分，得到：

∫
∂F
∂y

y′dx 〽

∫
y′
d

dx

∂F
∂y′

dx∫
∂F
∂y

y′dx 〽 y′
∂F
∂y′
−
∫
∂F
∂y′

y′′dx∫ [
∂F
∂y

y′dx〫
∂F
∂y′

y′′dx

]
dx 〽 y′

∂F
∂y′

〫 C∫
∂F
dx

dx 〽 y′
∂F
∂y′

〫 C

F − y′ ∂F
∂y′

〽 C

因此，我们可以在优化满足F 〽 F〨y, y′〩的泛函使用我们得到的结论，
即贝尔特拉米等式（あづぬぴひちねど〧び どつづのぴどぴべ）。

根据一元函数与多元函数复合的情况（拉格朗日函数是一个复合函数z 〽 f せϕ〨t〩, ψ〨t〩そ，对应两个

一元函数：位置函数u 〽 ϕ〨t〩、速度函数v 〽 ψ〨t〩）
dz
dt

〽 ∂z
∂u

du
dt

〫 ∂z
∂v

dv
dt

∵使函数F 〨y, y′〩对へ，利用一元函数与多元函数复合公式求导：

d

dx
F 〨y, y′〩

〽
∂F

∂y
y′ 〫

∂F

∂〨y′〩
〨y′〩′

〽
∂F

∂y
y′ 〫

∂F

∂y′
y′′

使函数 ∂F
∂y′
也对へ，利用函数积的求导法则

〷



〨uv〩′ 〽 u′v 〫 uv′，可得

d

dx

(
y′ · ∂F

∂y′

)
〽 〨y′〩′

∂F

∂〨y′〩
〫 〨y′〩

d

dx

(
∂F

∂y′

)
〽 y′′

∂F

∂y′
〫 y′

d

dx

(
∂F

∂y′

)
假设我们先不知贝尔特拉米等式（あづぬぴひちねど〧び どつづのぴどぴべ），仅仅有这么个式子突然出现，则

∵
d

dx

[
F 〨y, y′〩− y′ ∂F

∂y′

]
〽
∂F

∂y
y′ 〫

∂F

∂y′
y′′ − y′′ ∂F

∂y′
− y′ d

dx

(
∂F

∂y′

)
〽
∂F

∂y
y′ − y′ d

dx

(
∂F

∂y′

)
上式去掉y′不就是欧拉〭拉格朗日方程么。

所以 d
dx

[
F 〨y, y′〩− y′ ∂F

∂y′

]
〽 〰

∴ F 〨y, y′〩− y′ ∂F
∂y′

〽 C〮欧拉〭拉格朗日方程的第二种形式。

代入う的表达式，得√
1+y′2

2gy
− y′ y′

√
2gy
√

1+y′2
〽 C

化简得

y〨〱 〫 y′2〩 〽 1
2gC2 〽 〲r

不妨设

y′ 〽 cot θ
2

代入上式，得

y 〽 〲rsin2 θ
2
〽 r〨〱− cosθ〩

再对θ求导

y′ dx
dθ

〽 rsinθ

即
dx
dθ

〽 rsinθ
y′

〽
2rsin θ2 cos

θ
2

cot θ2
〽 〲rsin2 θ

2
〽 r〨〱− cosθ〩

两边对θ求积分

x 〽 r〨θ − sinθ〩
所以，得到的曲线是

{
x 〽 r〨θ − sinθ〩
y 〽 r〨〱− cosθ〩

这就是摆线方程。所以最速降线就是摆线。（ば〮び〮 最速降线也可以用微分方程的办法解）

〸


