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1 引言

PID算法是一种比较常用的飞行控制算法，但实际上，PID算法思想能够应用在很多需要控制在稳

态的系统中（比如温控）。本文我们尝试用举例和纯数学推导，来证明PID算法的合理性。

2 公式框架

作为控制算法，PID必然是应用在一个反馈系统中：

算法的特点是涉及到积分和微分：

U(t) = Kp(err(t) +
1

Tt

∫ t
0
err(τ)dτ + TD

derr(t)

dt
)

总的来说，当得到系统的输出后，将输出经过比例，积分，微分3种运算方式，叠加到输入中，从

而控制系统的行为，下面用一个简单的实例来说明。

3 水缸中的水和比例控制算法

假设有一个柱形水缸，其中水的高度是h，我们设置一个标准高度H，我们不断向其中加水，目的

是使水的高度最后维持在h=H的位置. 比例控制算法，也就是删去积分项和微分项的PID算法，其想法

是随着h逐渐逼近H，加水的速度会逐渐减缓，我们可以有这样的关系：

dh

dt
= k(H − h), k > 0, h ∈ [0, H] (1)

为了问题的简洁，我们假设初始状态水缸中没有水，不难发现(1)式是一个微分方程：
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dh

dt
= k(H − h)

dh

H − h
= kdt∫

dh

H − h
=

∫
kdt+ C

− ln(H − h) = kt+ C

e−(kt+C) = H − h

e−(kt) · e−C = H − h

h(t) = H − Ce−kt 此C非彼C

所以h会随着时间推移逐渐收敛到H，这是在理想状态下一种平滑的维稳方式.

4 积分控制算法

但现实不会那么完美，假设水缸破了一个洞，水缸中的水会匀速从洞口流出，我们仍使用比例控

制算法:

dh

dt
= k(H − h)− vout (2)

这里的vout是单位时间里流失的水柱高度. 我们尝试求解这个微分方程：

dh

dt
= k(H − h)− vout

dh

k(H − h)− vout
= dt∫

dh

(H − vout

k
)− h

=

∫
kdt

h(t) = H − vout
k
− Ce−kt

如果此时仍然坚持使用比例控制算法，那么水位最后只会收敛到H − vout
k
，而达不到要求，你或

许会觉得水缸破洞是一件概率低的事情，但如果情景是一辆行驶中的汽车，如果想要他保持恒定的马

力前进，可时刻存在一个恒定的阻力，使用比例控制算法也是不可行的，道理一样. 这里的
vout
k
被称作

“稳态误差”.

所以我们选择积分作为分量，加到我们的灌水速度上：

dh

dt
= k1(H − h) + k2

∫ t

0

(H − h)dt− vout (3)

我们将这个微分积分混合式规范化为一个二阶线性微分方程：

d2h

dt2
+ k1

dh

dt
+ k2h− k2H = 0 (4)

由于冗余项k2H是一个常数，设h
?是微分方程

d2h

dt2
+ k1

dh

dt
+ k2h = 0 (5)

2



的解，那么易于证明(4)的解就是H + h?. 我们来求解方程(5)，其特征方程为：

λ2 + k1λ+ k2 = 0 (6)

可百度：二阶常系数线性齐次微分方程的解。

为了使问题具有物理意义，我们必须要让(6)有两个实根（此处存疑）：设(6)的两个解为λ1和λ2，

则微分方程(5)的解为

h?(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t (7)

从而(4)的解就是

h(t) = H + C1e
λ1t + C2e

λ2t (8)

这里多出了参数C1, C2, λ1, λ2 ，它们的正负会影响h(t)的收敛性和收敛速度. 我们先来看λi. 基于

一元二次方程，我们知道如下事实：

λ1λ2 = k2 > 0

λ1 + λ2 = −k1 < 0

k1(比例控制参数)和 k2(积分控制参数)必须为正（否则无法保持稳定）. 所以λ1和λ2皆负，不失一

般性，设λ1 < λ2 < 0.

再来看Ci，我们需要额外条件，因为设定了初态h = 0，我们就可以有

h|t=0 = 0

dh

dt
|t=0 = m

上式中第一项，为初始时刻水面高度。即λ1, λ2均为0，C1 + C2 = −H.

第二项，为初始时刻加水水面即将上升的函数的切线的斜率。即λ1C1 + λ2C2 = m.

这里我们使用线性代数的技巧：[
1 1

λ1 λ2

][
C1

C2

]
=

[
−H
m

]
我们解得：


C1

C2

 =


m+ λ2H

λ1 − λ2

m+ λ1H

λ2 − λ1

 (9)

明显这里无法判断C1, C2正负性，关键就在于人为设置的参数k1, k2 ，

这里我们更倾向于让C1, C2同号，从而拥有更快的收敛速度.

5 微分控制算法

在看我们一直沿用的水缸的例子，那就是如果水位快到了(H − h < ε)，我们不想让它上升太快导

致漫过H，那么就加入微分（导数）分量去控制这个系统：

dh

dt
= k1(H − h) + k2

∫ t

0

(H − h)dt+ k3
d

dt
(H − h) (10)
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观察发现(10)仍然是一个二阶常系数微分方程：

(1 + k3)
d2h

dt2
+ k1

dh

dt
+ k2h− k2H = 0 (11)

由于新增的微分项是误差对时间的导数，因为不断加水，误差减小，所以是负数，我们的目标是

使得
dh

dt
变小，所以k3 > 0.

遗憾的是，二阶线性微分方程的参数分析(11)难度过大，因此我们主动减小了分析问题的复杂度：

将只采用比例控制算法和采用比例控制和微分控制两个算法的模型进行比较，我们来求解微分方程：

dh

dt
= k(H − h) + α

d

dt
(H − h) (12)

此处的α就是上面的k3，求解方法不再赘述，直接写解：

h = H − C exp(− k

1 + α
t) = H − Ce

(−
k

1 + α
t)

和(1)式的解作比较，发现(12)的解在收敛时更加平滑，所以我们从理论上证明了微分项存在的意

义和正确性.

6 总结

和PID算法的标准式U(t) = Kp(err(t) +
1

Tt

∫ t
0
err(τ)dτ + TD

derr(t)

dt
)相比，我们将其简化并转换

成微分方程的求解，并验证了其比例项、积分项和微分项存在的正确性. 在《PID控制算法原理》中提

到，在真正的工程实践中，最难的是确定三个项的系数，这就需要大量的实验以及经验来决定了。我

们的工作正是为其提供了理论依据，或许可以减少尝试的数量（比如我们不会把k3设置成负数）.

下图是采用不同算法，系统的收敛性能图像：

其中的P曲线对应着”水缸漏水“的情景，PID曲线比PI曲线更稳定…这些结论都被我们一一证明.
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