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上一篇文章我们证明了欧拉定理，其中提到了除以歭的余数里有φ欨m欩个与歭互质，当歡与歭互质时，

我们有aφ(m) ≡ 欱 欨歭歯此 m欩。在证明威尔逊定理时，我们引出了可逆元的概念，这些与歭互质的余数

（实为同余类）刚好就是模歭的可逆元，构成一个有限乘法群，其中余数欱为恒等元，余数歭欭欱的平方等

于恒等元。

1 原根的概念和性质

如果歡与歭不互质，那么我们把满足ak ≡ 欱 欨歭歯此 m欩的最小正整数歫称为歡的模歭的阶阶阶。

事事事实实实1：：：如如如果果果an ≡ 欱 欨歭歯此 m欩，，，那那那么么么a的的的阶阶阶k整整整除除除n欮

用带余除法可得歮欽歫歱欫歲，其中欰 ≤ r ≤ k − 欱欮

由阶的定义可知歫满足ak ≡ 欱 欨歭歯此 m欩，用乘方的性质可得akq ≡ 欨ak欩q ≡ 欱 欨歭歯此 m欩欮

直接计算可得ar ≡ an−kq ≡ an−kqakq ≡ an ≡ 欱 欨歭歯此 m欩欮

因为歫是满足同余式的最小正整数，只能有歲欽欰，也就是歫整除歮欮

由欧拉定理我们有当歡与歭互质时，aφ(m) ≡ 欱 欨歭歯此 m欩，因此歡的模歭的阶一定是φ欨m欩的因数。

我们把阶刚好等于φ欨m欩的余数（同余类）称为模歭的原根欨歰歲歩歭歩歴歩歶步 歲歯歯歴欩。

当歭欽欲时，可逆元只有φ欨欲欩 欽 欱个，其阶为欱，所以欱是模欲的原根；

当歭欽欳时，可逆元有欱和欲共φ欨欳欩 欽 欲个，其中欲的阶为欲，所以欲是模欳的原根；

当歭欽欴时，可逆元是欱和欳共φ欨欴欩 欽 欲个，其中欳的阶是欲，所以欳是模欴的原根；

当歭欽欶时，可逆元是欱和欵共φ欨欶欩 欽 欲个，其中欵的阶是欲，所以欵是模欶的原根；

原根可能不止一个，比如

当歭欽欵时，可逆元是欱欬 欲欬 欳欬 欴共φ欨欵欩 欽 欴个，其中欲和欳的阶都是欴，而欴的阶是欲，所以欲和欳都是

模欵的原根，而欴不是。

之所以称之为根，是因为它是同余方程的一个解xφ(m) ≡ 欱 欨歭歯此 m欩。而称之为“原”根，是因为

是方程解集（乘法群）的生成元，解集是φ欨m欩阶循环群。原根有如下性质：

事事事实实实2：：：g是是是模模模m的的的原原原根根根当当当且且且仅仅仅当当当g可可可以以以生生生成成成所所所有有有的的的可可可逆逆逆元元元，，，也也也就就就是是是说说说任任任何何何与与与m互互互质质质的的的整整整数数数a，，，都都都

可可可以以以找找找到到到正正正整整整数数数k使使使得得得a ≡ gk 欨歭歯此 m欩.

证明：如果歧不是模歭的原根，那么其阶小于φ欨m欩，不同余的歱的次方就少于φ欨m欩个，而可逆元

有φ欨m欩个，故不可能生成所有可逆元。

如果歧是模歭的原根歧的前φ欨m欩个正整数次方g, g2, · · · , gφ(m)，我们说明这些整数除以歭后余数不

同。否则设gi ≡ gj 欨歭歯此 m欩，欱 ≤ i < j ≤ φ欨m欩，利用同余的除法性质，由歧与歭互质，同余式两边消

去公因数gi可得gj−i ≡ 欱 欨歭歯此 m欩，得到比φ欨m欩还小的正整数指数歪欭歩，与歧为原根，φ欨m欩为其阶矛盾。

这φ欨m欩个歧的次方除以歭得到的余数正好是与歭互质的φ欨m欩个余数（可逆元）的重新排列，

其中gφ(m) ≡ 欱 欨歭歯此 m欩欮

欱



在模欵的所有φ欨欵欩 欽 欴个可逆元中，欲的阶是欴，是一个原根，欴 ≡ 欲2 欨歭歯此 欵欩，欳 ≡ 欲3 欨歭歯此 欵欩。同

样地，欳的阶也是欴，也是一个原根，欴 ≡ 欳2 欨歭歯此 欵欩，欲 ≡ 欳3 欨歭歯此 欵欩欮

如果模歭的可逆元存在原根，根据事事事实实实2，所有可逆元都可以通过这个原根的次方表示出来，我们

可以根据指数来判断得到的次方是否是也是原根。

事事事实实实3：：：设设设g是是是模模模m的的的一一一个个个原原原根根根，，，那那那么么么gk是是是原原原根根根，，，当当当且且且仅仅仅当当当k与与与φ欨m欩互互互质质质。。。

证明：当歫与φ欨m欩互质时，可以找到整数歳和歴，使得sk 欫 tφ欨m欩 欽 欱。对任意次方gi都有

gi ≡ gj(sk+tφ(m)) ≡ 欨gk欩js 欨歭歯此 m欩

也就是gi在同余意义下可以表示成gk的歪歳次方，说明gk可以生成所有可逆元，故为模歭的原根。

比如当歭欽欷时，欳2 ≡ 欲 欨歭歯此 欷欩，欳3 ≡ 欶 欨歭歯此 欷欩，欳4 ≡ 欴 欨歭歯此 欷欩，欳5 ≡ 欵 欨歭歯此 欷欩

可知，欳是模欷的一个原根，与φ欨欷欩 欽 欶互质的另一个指数是欵，

因此还有一个原根是欵 ≡ 欳5 欨歭歯此 欷欩欮

这个事实说明，如果原根存在，那么原根的数量为φ欨φ欨m欩欩欮

并不是对所有的整数歭都有原根。

例如当m 欽 欸 欽 欲3时，欳2 ≡ 欴2 ≡ 欵2 ≡ 欷2 ≡ 欱 欨歭歯此 欩 ，除恒等元欱外，其他可逆元的阶都为欲，没

有阶为φ欨欸欩 欽 欴的可逆元，因此模欸没有原根。

2 模p原根的存在性

原根存在性定理：对于质数歰，模歰的原根存在，且有φ欨φ欨p欩欩 欽 φ欨p− 欱欩个。

为证明这个定理，我们需要几个引理，第一个引理实为事事事实实实3的一个推广：

引引引理理理1：：：如如如果果果整整整数数数a模模模m的的的阶阶阶是是是t，，，那那那么么么ak的的的阶阶阶是是是t当当当且且且仅仅仅当当当k和和和t互互互质质质。。。

证明：设歫和歴的最大公因数是此，记k′ 欽 k/d和欢t′ 欽 t/d欮

一方面，欨ak欩tß ≡ 欨at欩k
′ ≡ 欱 欨歭歯此 m欩，根据事事事实实实1可得ak的阶歳一定整除t′欮

如果歳欽歴，那么一定有歴整除t′，可以推出t 欽 t′，也就是此欽欱，歫和歴互质。

另一方面，欨ak欩s ≡ aks ≡ 欱 欨歭歯此 m欩，根据事事事实实实1可得歡的阶歴一定整除歫歳欮

如果歫与歴互质，那么歴一定整除歳，又因为歳整除歴，所以一定有歳欽歴欮

例如当m 欽 欹 欽 欳2时，共有φ欨欹欩 欽 欶个可逆元，其中欲和欵是原根，阶为欶，欴和欷的阶为欳，这里正好

有关系欴2 ≡ 欷 欨歭歯此 欹欩和欷2 ≡ 欴 欨歭歯此 欹欩欮

代数基本定理告诉我们歮次复系数多项式武在复数域内至少有一个复根，通过数学归纳法可以证明

恰好有歮个复根（重数计算在内）。但这对同余方程不一定成立：

比如二次同余式x2 欫 x ≡ 欰 欨歭歯此 欶欩在模欶的欶个余数中有欴个根，分别是欰欬 欲欬 欳欬 欵欮

但如果模歭是一个质数，那么结论成立。具体地，我们有

引引引理理理2：：：对于歮次同余方程f欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩最多有歮个根。

证明：用数学归纳法，一次同余方程有ax欫 b ≡ 欰 欨歭歯此 p欩最多一个根。

假设歮欭欱次同余方程最多歮欭欱个根，考虑歮次同余方程f欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩欮

如果方程没有根，结论成立。

如果方程有根，不妨设歲是一个根。记歮次整系数多项式武为

f欨x欩 欽 anx
n 欫 an−1x

n−1 欫 · · ·欫 a1x欫 a0

代入歸欽歲得

f欨r欩 欽 anr
n 欫 an−1r

n−1 欫 · · ·欫 a1r 欫 a0

两式相减得

欲



f欨x欩 欽 f欨x欩− f欨r欩 欽 an欨x
n − rn欩 欫 an−1欨x

n−1 − rn−1 欫 · · ·欫 a1欨x− r欩欩
每一项因式分解后提取公因式歸欭歲可得

f欨x欩 欽 欨x− r欩g欨x欩
其中g欨x欩是歮欭欱次整系数多项式。

因为歰是质数，歰整除欨歸欭歲欩歧欨歸欩等价于歰整除歸欭歲或歰整除歧欨歸欩，也就是

欨x− r欩g欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩等价于x− r ≡ 欰 欨歭歯此 p欩或者g欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩欮

根据归纳假设g欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩最多歮欭欱个根，所以加上歲这个根，f欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩最多歮个根。

引引引理理理3：如果此整除歰欭欱 ，那么xd ≡ 欱 欨歭歯此 p欩恰好有此个根。

证明：由费马小定理知同余方程xp−1 ≡ 欱 欨歭歯此 p欩在同余意义下有歰欭欱个根。

如果此整除歰欭欱，不妨记歰欭欱欽歱此，由代数恒等式可知

xp−1 − 欱 欽 欨xd欩q − 欱 欽 欨xq − 欱欩欨x(q−1)d 欫 x(q−2)d 欫 · · ·欫 xd 欫 欱欩

xp−1 − 欱 ≡ 欰 欨歭歯此 欰欩就等价于xd − 欱 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩或g欨x欩 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩

其中g欨x欩 欽 x(q−1)d 欫 · · ·欫 xd 欫 欱是欨歱欭欱欩此次整系数多项式，对应的同余方程最多欨歱欭欱欩此个根。

由此可得xd − 欱 ≡ 欰 欨歭歯此 p欩至少有欨p− 欱欩− 欨q − 欱欩d 欽 qd− 欨q − 欱欩d 欽 d个根。但由引引引理理理2我们知

道同余方程xd ≡ 欱 欨歭歯此 p欩最多有此个根，因此恰好有此个根。

下面证明模歰的原根有φ欨p− 欱欩个。这里的想法是把歰欭欱个可逆元按照阶来分类。

在模歰的欱, 欲, · · · , p− 欱个可逆元中，每一个的阶都是歰欭欱的因数。

记歮欨歴欩为以歴阶的可逆元个数，显然有歮欨欱欩欽欱和歮欨欲欩欽欱欮

把所有可能的阶对应的可逆元个数加起来就等于可逆元的总数
∑
t|p−1

n欨t欩 欽 p− 欱欮

另外，与歰欭欱的最大公因数为歴的可逆元个数有φ欨欨p−欱欩/t欩个，这些可能的最大公因数对应的可逆元

全部加起来也是可逆元的总数
∑
t|p−1

φ欨欨p− 欱欩/t欩 欽
∑
t|p−1

φ欨t欩 欽 p− 欱欮

因此可以得到
∑
t|p−1

n欨t欩 欽
∑
t|p−1

φ欨t欩欮

对任意t | p− 欱，分两种情况：

一、没有阶为歴的可逆元，也就是n欨t欩 欽 欰 < φ欨t欩；

二、存在阶为歴的可逆元，不妨设为歡，那么根据引引引理理理3，同余方程xt ≡ 欱 欨歭歯此 p欩恰好有歴个解，正

好就是歴个的歡的次方a, a2, · · · , at。
阶为歴的可逆元一定是同余方程的解，也就一定是a, a2, · · · , at中的一个。
再根据引引引理理理1，这其中ak的阶为歴当且仅当歫与歴互质，这样的指数共有φ欨t欩个；也就是在这种情形

下，刚好有n欨t欩 欽 φ欨t欩。

但
∑
t|p−1

n欨t欩 欽
∑
t|p−1

φ欨t欩，因此不可能有第一种情况发生，只能是对任意t | p−欱，都有n欨t欩 欽 φ欨t欩，

特别地，原根的个数n欨p− 欱欩 欽 φ欨p− 欱欩欮

以歰欽欱欳为例，一共有欱欲个可逆元，其中阶为φ欨欱欩 欽 欱的有欱个，即恒等元欱；阶为欲的有φ欨欲欩 欽

欱个，即欱欲；阶为欳的有φ欨欳欩 欽 欲个，为欳和欹；阶为欴的有φ欨欴欩 欽 欲个，为欵和欸；阶为欶的有φ欨欶欩 欽 欲个，

为欴和欱欰；最后阶为欱欲的本原根有φ欨欱欲欩 欽 欴个，为欲欬 欶欬 欷欬 欱欱欮

下一篇文章讨论什么样的合数歭有原根，结论是只有歭欽欴，m 欽 pa或欲pa，其中歰是奇质数。

欳


