
无穷小：古典微积分向极限微积分进化的导火索

小圆滚滚

学习高等数学时，我相信不少同学都有以下疑惑：

（攱）对于链式求导法则 dy
dx

攽 dy
du

du
dx
，是否可以理解为约去，所以等号左右两边相等？

（攲）
∫ b
a
dy
dx
dx 攽

∫ b
a
dy 攽 y

∣∣b
a
，是不是直接消去了敤數？

今天的这篇文章，将为大家解答上述两个问题。

微积分起初是由牛顿和莱布尼茨以无穷小概念为基础建立起来的，可称之为“古典微积分”。古典

微积分最大的好处是很直观，但因为无穷小存在着严重的缺陷，以此为基础的古典微积分一直被

人们质疑和攻击。所以在他们的晚期都不同程度地接受了极限思想。

当时，极限这一概念也缺乏严格的定义，且依然无法摆脱无穷小的影子。直至攱改世纪，维尔斯特

拉斯提出了极限的静态的定义，给微积分提供了严格的理论基础。直到今天我们高等数学课本中的极

限定义来源于此。

1 古典微积分

牛顿和莱布尼兹各自独立发明了以无穷小概念为基础的微积分，下面我采取莱布尼兹的微积分符

号进行说明。

1.1 导数为什么出现？

导数的出现不是牛顿和莱布尼兹发明的，之前数学家已经在对曲线的切线进行研究了，但是牛顿
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和莱布尼兹在解决曲面下面积的时候把导数的定义确定下来了。曲线下的面积在微积分出现之前是一

个很复杂的问题，微积分求解的主要思想是把线下的面积划分成了无数个矩形面积之和：

直觉告诉我们，如果敮越大，则这个近似越准确：

无穷小量就在这里出现了，无穷小量是建立微积分的基础。在具体计算曲面下面积，即我们现在

所说的定积分的时候，必然会遇到导数的问题，所以很自然的开始了对导数的定义和讨论。

1.2 导数的古典定义

在曲线上取两点，连接起来，就称为曲线的割线：
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割线可以反应曲线的平均变化率，也就是说这一段大概总的趋势是上升还是下降，上升了多少，但

是并不精确。

有了切线之后我们进一步去定义导数：
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从这张图得出导数的定义，而和被称为和的微分，都为无穷小量，所以导数也被莱布尼兹称为微

商（微分之商）。

1.3 无穷小量导致的麻烦

上一节的图实际上是有矛盾的：

攴



所以就切线的定义而言，微积分的基础就是不牢固的。

无穷小量的麻烦还远远不止这一些，f攨x攩 攽 x2 的导数是这样计算的：

df攨x攩

dx
攽

d

dx
攨x2攩

攽
f攨x攫 dx攩− f攨x攩

dx

攽
攨x攫 dx攩2 − x2

dx

攽
x2 攫 攲x • dx攫 攨dx攩2 − x2

dx

攽
攲x • dx攫 攨dx攩2

dx
⇐ dx 6攽 攰

攽 攲x攫 dx⇐ dx 攽 攰

攽 攲x

仔细看看运算过程，敤數先是在约分中被约掉，然后又在加法中被忽略，就是说，先被当作了非攰的

量，又被当作了攰，这就是大主教贝克莱（就是在高中政治书被嘲笑的唯心主义的代表）所攻击的像幽

灵一样的数，一会是攰，一会又不是攰；此外，无穷小量和无穷小量相除为什么可以得到不一样的值，难

道不应该都是攱？更严重的是，无穷小量还违反了阿基米德公理，康托尔证明过，如果阿基米德公理被

违背的话会出大问题。

一边是看起来没有错的微积分，一边是有严重缺陷的无穷小量，牛顿和莱布尼茨以无穷小概念为

基础建立起来的微积分理论，其严格性受到了挑战。

“对于数学，严格性不是一切，但是没有了严格性就没有了一切”。

1.4 对于古典微积分的总结

• 切线：通过无穷小量定义了切线
• 导数：导数就是切线的斜率
• 微分：微分是微小的增量，即无穷小量

2 基于极限重建微积分

无穷小量导致的麻烦，数学家们一直都想要修补，但是这个问题要等到攲攰攰年后。攱改世纪极限概念

的清晰之后，这一问题才得到解决，即完全摈弃无穷小量，基于极限的概念，重新建立了微积分。

2.1 极限

现在用ε − δ语言来定义的极限，仍然是被誉为“现代分析之父”的攱改世纪德国数学家维尔斯特拉

斯给出的，如下图所示。可以看到，极限的描述并没有用到什么无穷小量。
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2.2 导数的极限定义

f ′攨x0攩 攽
dy

dx
攽 敬敩敭

∆x→0

∆y

∆x

攽 敬敩敭
∆x→0

f攨x攫 x0攩− f攨x攩
∆x

用极限重新严格定义了导数，已经脱离了微商的概念，此时，导数应该被看成一个整体。（现在的

高等数学教材中，清一色地用极限定义导数。了解了古典微积分和极限微积分后，你应该知道为什么

了吧）

不过我们仍然可以去定义什么是微分，说到这里，真是有点剧情反转，原来是先定义了微分再有

的导数，现在却是先定义了导数再有的微分。

敬敩敭
∆x→0

∆y

∆x
攽 f ′攨x0攩⇒ 敬敩敭

∆x→0

∆y

∆x
− f ′攨x0攩 攽 攰

⇒ ∆y

∆x
− f ′攨x0攩 攽 a, 敬敩敭

∆x→0
a 攽 攰

⇒ ∆y 攽 f ′攨x0攩∆x攫 a∆x

由∆y 攽 f ′攨x0攩∆x攫 a∆x可以得出，∆y 由两部分组成，通过图来观察一下几何意义。

收



这里，我们给出微分的定义： {
dy 攽 f ′攨x攩∆x

dx 攽 ∆x

最后我们可以得到：dy 攽 f ′攨x攩dx⇒ dy
dx

攽 f ′攨x攩
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2.3 对于极限微积分的总结

• 导数：被定义为一个极限，其意义就是变化率
• 微分：是一个线性函数，其意义就是变化的具体数值
• 切线：有了导数之后就可以被确定下来了

3 常见疑问的解答

微积分实际上被发明了两次，古典微积分和极限微积分可以说是两个东西。我们再来比较一下古

典微积分和极限微积分。

3.1 古典微积分与极限微积分的对比

• 古典微积分是先定义微分再定义导数，极限微积分是先定义导数再定义微分。
• 古典微积分的导数是基于无穷小量定义的，极限微积分的导数是基于极限定义的。
• 古典微积分的微分是无穷小量，极限微积分的微分是一个线性函数。
• 古典微积分的定积分是求无穷小矩形面积的和，极限微积分的定积分是求黎曼和。
• 古典微积分的切线是可以画出来的，极限微积分的切线是算出来的。
• 古典微积分的建立过程很直观，极限微积分的建立过程更抽象。

古典微积分最大的好处就是很直观，不过也是因为太直观了，所以我们一直都无法忘记它带来的

印象，也对我们理解极限微积分造成了障碍。也让我们在实际应用中造成了错误的理解。

3.2 疑问的解答

问：对于链式求导法则 dy
dx

攽 dy
du

du
dx
，是否可以理解为约去，所以等号左右两边相等？

答：在古典微积分中，可以理解为消去，但是在极限微积分中我们应该认识到，这两个实际上是

不同的线性函数（不是一个数），因此不能消去。

问：
∫ b
a
dy
dx
dx 攽

∫ b
a
dy 攽 y

∣∣b
a
，这里是不是直接消去了敤數？

答：古典微积分中，敤數确实表明是无穷多个矩形的底边，消去也是合理的；而极限微积分中，
∫ b
a
dx是

求黎曼和，我们可以把
∫ b
a
当作左括号，敤數当作右括号，就好比攨攲攫收攩攽攸，计算完毕之后，括号自然就消

失了。

在现在的高等数学课本中，古典微积分其实已经被摒弃了，我们应该知道这一点，即使有些老师

讲述极限微积分时，为了便于理解，加入了古典微积分的几何理解，但我们要清楚重新从极限的角度

去认识微积分。

资资资料料料来来来源源源

知乎：马同学

微积分读本（普林斯顿）

微积分（施皮格尔）
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