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1 推导罗德里格斯公式

罗德里格斯公式（卒卯卤卲卩卧卵卥即匧 卲卯却卡却卩卯卮 卦卯卲卭卵卬卡）是用于计算三维空间中一个向量绕给定轴旋转特

定角度后的新向量的公式。下面是罗德里格斯公式的推导过程：

匱匮 匪匪定义和分解向量匪匪：设 ~v 为待旋转向量，~u 为旋转轴单位向量，θ 为旋转角度。首先将 ~v 分

解为平行于旋转轴 ~u 的分量 ~v‖ 和垂直于旋转轴的分量 ~v⊥。

匲匮 匪匪计算平行分量匪匪： ~v‖ 匽 proj匨~v, 卞a匩 匽 匨~v • 卞a匩卞a

在线性代数中，proj匨~v, 卞a匩 表示向量 ~v 在向量 卞a 上的投影。这里的 卞a 通常是一个单位向量，即已

经被归一化匨卮卯卲卭卡卬卩卺卥匩的向量，其长度为匱。向量 ~v 在 卞a 上的投影是 ~v 沿着 卞a 方向的分量。

计算向量 ~v 在单位向量 卞a 上的投影的公式是：

印卲卯卪匨~v, 卞a匩 匽 匨~v • 卞a匩卞a

其中，~v • 卞a 是向量 ~v 和 卞a 的点积匨点积满足交换律匩，它给出了 ~v 在 卞a 方向上的标量分量，然后这

个标量乘以 卞a 就得到了 ~v 在 卞a 上的向量投影。

匳匮 匪匪计算垂直分量匪匪： ~v⊥ 匽 ~v − ~v‖
匴匮 匪匪确定正交基匪匪：在 ~u 和 ~v⊥ 所在平面确定正交基 卞a 和 卞b，

其中卞a是标准化之后的~u。 卞a,卞b是卞a和~v所在平面的正交基。

卞b 匽 normalize匨~v⊥匩 匽
~v⊥
||~v⊥||

匵匮 匪匪旋转垂直分量匪匪： ~v⊥ 旋转后的分量 ~v⊥rot 可以表示为：

~v⊥rot 匽 |~v⊥| 卣卯即 θ · 卞b匫 |~v⊥| 即卩卮 θ · 卞c

其中 卞c 匽 卞a× 卞b 匽 â×~v⊥
||~v⊥|| 匽

â×~v
||~v⊥|| 是垂直于 卞a 和 卞b 的向量。

根据向量叉乘几何意义可得出三维坐标系的第三个正交基卞c匬 根据叉乘的分配律可得上述结果。

卞a× ~v⊥ 匽 卞a× 匨~v − ~v‖匩 匽 卞a× ~v − 卞a× ~v‖
匶匮 匪匪组合旋转后的向量匪匪：旋转后的向量 ~vrot 是平行分量和旋转后的垂直分量的和：

~vrot 匽 ~vrot‖ 匫 ~vrot⊥
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代入 ~v‖ 和 ~v⊥rot 的表达式，得到：

~vrot 匽 ~v‖ 匫 |~v⊥| 卣卯即 θ · 卞b匫 |~v⊥| 即卩卮 θ · 卞c

匽 ~v‖ 匫 ~v⊥ 卣卯即 θ 匫 匨~u× ~v匩 即卩卮 θ

匽 ~v‖ 匫 匨~v − ~v‖匩 卣卯即 θ 匫 匨~u× ~v匩 即卩卮 θ

匽 ~v · 卣卯即 θ 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩 · ~v‖ 匫 匨~u× ~v匩 即卩卮 θ

匽 卣卯即 θ · ~v 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩 · 匨卞u • ~v匩卞u匫 匨~u× ~v匩 即卩卮 θ

注意，这里的“·”只要不是向量相乘，就不是点积的意思。向量相乘我用“•”。因为点积满足交

换律、叉积不满足交换律！

进一步化简，得到：

~vrot 匽 ~v 卣卯即 θ 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩匨~v • ~u匩~u匫 即卩卮 θ匨~u× ~v匩

这就是罗德里格斯公式的向量形式。

匷匮 匪匪转换为矩阵形式匪匪：将上述公式转换为矩阵形式，设 ~u 为列向量 ~u 匽


ux

uy

uz

，则旋转矩阵 R

可以表示为：

R 匽 卣卯即 θI 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩~u~uT 匫 即卩卮 θ


匰 −uz uy

uz 匰 −ux
−uy ux 匰



匲



其中 I 是单位矩阵，~u~uT 是 ~u 与其自身的外积。

具体过程：

~vrot 匽 ~v − ~v 匫 cosθ · ~v 匫 匨匱− cosθ匩 · 匨~u • ~v匩 · ~u匫 ~u× ~v · sinθ

匽 ~v − 匨匱− cosθ匩 · ~v 匫 匨匱− cosθ匩 · 匨~u • ~v匩 · ~u匫 ~u× ~v · sinθ

匽 ~v − 匨匱− cosθ匩 · 匨~v − 匨~u • ~v匩 · ~u匩 匫 ~u× ~v · sinθ

匽 ~v 匫 匨匱− cosθ匩 · 卛匨~u • ~v匩 · ~u− 匨~u • ~u匩 · ~v卝 匫 ~u× ~v · sinθ

其中匨~u • ~u匩 匽 匱

向量三重积展开公式：卂十千匭千十卂匨卂卡卣卫匭千卡卢，后面的出租车匩

~a× 匨~b× ~c匩 匽 ~b匨~a • ~c匩− ~c匨~a •~b匩

将

~u× 匨~u× ~v匩 匽 卛~u · 匨~u • ~v匩− ~v · 匨~u • ~u匩卝

逆向使用上述公式，可得：

~vrot 匽 ~v 匫 匨匱− cosθ匩 · ~u× 匨~u× ~v匩 匫 ~u× ~v · sinθ

叉乘矩阵： 
xa

ya

za

×

xb

yb

zb

 匽


yazb − zayb
zaxb − xazb
xayb − yaxb

 匽


匰 −za ya

za 匰 −xa
−ya xa 匰



xb

yb

zb


用矩阵Ru替换~u

~vrot 匽 ~v 匫 匨匱− cosθ匩 ·R2
u · ~v 匫Ru · ~v · sinθ

匽 卛I 匫 匨匱− cosθ匩 ·R2
u 匫Ru · sinθ卝 · ~v

这里矩阵变换是左乘，所以R2表示单位矩阵两次左乘。

令

M 匽 I 匫 匨匱− cosθ匩 ·R2
k 匫Rk · sinθ

~vrot 匽M · ~v

这就是罗德里格斯公式的推导过程。

匸匮旋转矩阵卒，它用于表示绕单位向量~u旋转角度θ区

R 匽 卣卯即 θI 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩~u~uT 匫 即卩卮 θ


匰 −uz uy

uz 匰 −ux
−uy ux 匰



~vrot 匽

卣卯即 θI 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩~u~uT 匫 即卩卮 θ


匰 −uz uy

uz 匰 −ux
−uy ux 匰


~v

匳



~vrot 匽 ~v 卣卯即 θ 匫 匨匱− 卣卯即 θ匩匨~v • ~u匩~u匫 即卩卮 θ匨~u× ~v匩

在数学中，向量 ~u和它的转置 ~uT 相乘得到的是一个矩阵，这个过程称为向量的外积（卯卵却卥卲 印卲卯卤匭

卵卣却）。向量的外积在构建旋转矩阵中非常重要，因为它能够将向量投影到由 ~u 定义的方向上。

具体来说，如果 ~u是一个 n维列向量，那么 ~uT 是一个 n维行向量。它们的乘积 ~u~uT 是一个 n×n
矩阵，其元素定义为 匨~u~uT 匩ij 匽 uiuj，其中 ui 和 uj 是向量 ~u 的第 i 个和第 j 个分量。

在三维空间中，如果 ~u 是一个单位向量（即 |~u| 匽 匱），那么 ~u~uT 表示的是一个投影矩阵，它将任

何向量投影到 ~u 所在的直线上。这是因为对于任何向量 ~v，~u匨~uT~v匩 就是 ~v 在 ~u 方向上的投影。

在旋转矩阵的公式中，匨匱 − 卣卯即 θ匩~u~uT 表示的是向量在旋转过程中沿着旋转轴 ~u 的压缩或拉伸效

应。由于 ~u 是单位向量，~u~uT 确保了这种压缩或拉伸只发生在 ~u 定义的方向上。进阶可以看《自旋子

之谜》。

总结来说，向量 ~u 的转置是为了与 ~u 相乘得到一个矩阵，这个矩阵能够表示向量在 ~u 方向上的投

影，这是构建旋转矩阵的关键步骤。

2 请解释上述点乘和叉乘的计算。

当然，让我们详细解释一下点乘和叉乘的计算：

2.1 点乘（点积、内积）

点乘是两个向量之间的运算，结果是一个标量。对于两个向量卞a 匽


ax

ay

az

 和卞b 匽


bx

by

bz

，它们的点乘
定义为：

卞a · 卞b 匽 axbx 匫 ayby 匫 azbz

点乘的几何意义是：它等于两个向量的模长乘以它们之间夹角的余弦值。即：

卞a · 卞b 匽 |卞a||卞b| 卣卯即 θ

其中|卞a| 和|卞b| 分别是向量卞a 和卞b 的模长，θ 是它们之间的夹角。点积可以获得投影值这个标量。

2.2 叉乘（叉积、向量积）

叉乘是两个向量之间的运算，结果是一个向量。对于两个向量卞a 匽


ax

ay

az

 和卞b 匽


bx

by

bz

，它们的叉乘
定义为：

卞a× 卞b 匽


aybz − azby
azbx − axbz
axby − aybx


叉乘的几何意义是：结果向量垂直于卞a 和卞b 所在的平面，其模长等于卞a 和卞b 组成的平行四边形的面

积。即：

|卞a× 卞b| 匽 |卞a||卞b| 即卩卮 θ

匴



其中|卞a| 和|卞b| 分别是向量卞a 和卞b 的模长，θ 是它们之间的夹角。

叉积矩阵实际上是一个（匰，匲）型的张量。在张量代数中，叉积矩阵是一个二阶张量，它的两个指

标都是协变指标（即没有上标的指标），这与（匱，匱）型张量不同，后者有一个逆变指标和一个协变指

标。叉积矩阵在三维空间中表示两个向量的叉积，其结果是一个向量，而这个矩阵本身是（匰，匲）型

的，因为它不涉及任何逆变指标（上标）。

2.3 在罗德里格斯公式中的应用

在罗德里格斯公式中，点乘和叉乘的计算如下：

匱匮 匪匪平行分量的计算匪匪：

~v‖ 匽 匨~v · ~u匩~u

这里，~v · ~u 是点乘，结果是一个标量，表示~v 在~u 方向上的投影长度。然后，这个标量乘以~u，得到~v
在~u 方向上的分量~v‖。

匲匮 匪匪垂直分量的计算匪匪：

~v⊥ 匽 ~v − ~v‖

这里，~v⊥ 是~v 减去其在~u 方向上的分量，得到垂直于~u 的分量。

匳匮 匪匪叉乘在垂直分量旋转中的应用匪匪：

~v⊥rot 匽 |~v⊥| 卣卯即 θ · 卞b匫 |~v⊥| 即卩卮 θ · 卞c

其中，卞c 匽 卞a × 卞b 是叉乘，结果是一个向量，垂直于卞a 和卞b 所在的平面。这个向量用于表示~v⊥ 旋转后在

垂直于卞a 平面内的分量。

通过这些计算，罗德里格斯公式能够将一个向量绕任意轴旋转特定角度。

3 线性代数中什么叫vector的normalize

在数学中，向量的归一化（华卯卲卭卡卬卩卺卥）是指将一个非零向量的长度（或范数）缩放到匱的过程。归

一化后的向量称为单位向量（单卮卩却 卖卥卣却卯卲），其长度为匱，但方向保持不变。

归一化向量的步骤如下：

匱匮 计算向量的长度（或范数）：对于一个卮维向量v 匽 匨v1, v2, . . . , vn匩，其长度（或范数）通常使用

欧几里得范数（也称为卌匲范数）来计算，公式为：

|v| 匽
√
v21 匫 v22 匫 · · ·匫 v2n

匲匮 将向量的每个分量除以向量的长度：得到归一化后的向量u，公式为：

u 匽
v

|v|
匽

(
v1
|v|
,
v2
|v|
, . . . ,

vn
|v|

)
归一化向量在许多数学和工程领域中非常重要，例如：

• 在几何学中，单位向量可以表示方向，而不受长度的影响。
• 在线性代数中，归一化向量常用于正交化和标准化过程，如升卲卡卭匭卓卣卨卭卩卤却正交化。

• 在计算机图形学中，单位向量用于表示光线的方向和表面的法线。
• 在机器学习中，归一化向量可以用于数据预处理，以消除不同特征之间的量纲差异。

总之，向量的归一化是一个将向量长度缩放到匱的过程，保持了向量的方向，同时简化了许多数学

计算和应用。
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4 解释一下图片内容

匶
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